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I. A kitűzött kutatási feladat rövid összefoglalása 
 
Sok gépnek és mechanizmusnak működése alatt egyes részeknek megváltozik a 
tömege és a tehetetlenségi nyomatéka. Ez komoly problémát okozhat, mivel kihat a 
mehanizmus és a gép mozgására és a működés pontosságára. A kitűzött kutatási feladatom 
ilyen kérdések megoldásával foglalkozik. 
  
1. Az első témakörben kiellemeztem egyes változó tömegű gépek és mechanizmusok 
működését. Foglalkoztam külömböző szűrökkel, szállitási szallagokkal és gépekkel, mérő 
eszközökkel, keverő gépekkel és változó tömegű rotorokkal, a papír, a teksztil, és a kábel 
iparban, valamint a szönyeg készitő gépeknél is. A tömeg és a tehetetlenségi nyomaték 
ezeknél a gépeknél folyamatosan (kontinuálisan) vagy megszakításokkal (diszkontinuálisan) 
változik.  
 
2. A második témakörben a test szétválasztás vagy összevonás esetében történő 
mozgásmennyiséget és perdületet vizsgáltam. Meghatároztam: 
- a szabadon mozgó test mozgásmennyiségét és perdületét  
- a lekapcsolt vagy a testhez hozzá adott szabadon mozgó test mozgásmennyiségét és 
perdületét valamint 
- az újonan keletkezett test mozgásmennyiségét és perdületét elemeztem. 
 
3. Értekezésem harmadik témaköre a megszakításokkal változó tömegű test dinamikájára 
vonatkozik. A klaszikus dinamikai törvények kiterjesztése után, a kutatási feladatok a 
következők: 
- egy test leszakadása vagy hozáadása után, az újonan keletkezett test sebessége 
- egy test leszakadása vagy hozáadása után, az újonan keletkezett test szögsebesége 
- a változó tömegű test síkbeli mozgása 
- egy test leszakadása után, a rotor síkbeli mozgása 
 
4. A negyedik témakörben alkalmazom és kibővítem az analitikus módszert és alkalmazom a 
test diszkontinuálissan valtozó tömegű test dinamikai elemeinek meghatározására: 
- kinetikus energia változása a test tömege és tehetetlenségi nyomaték változásákor. 
Egy inga szétvállasztásától kelletkezett dinamikai problémát is vizsgáltam. 
 
5. Az ötödik témakörben a folyamatossan változó tömeg és test dinamikáját tanulmányoztam. 
Az időben változó test tömege és tehetetlenségi nyomatéka változásákor bevezettem a reaktív 
erő mellet egy új reaktív nyomatékot is. Vizsgáltam mind a két reaktiv erőnek kihatását a 
szabadon mozgó test dinamikájára. 
- Kidolgoztam a mozgás diferenciális egyenleteit 
- Az újonnan levezetett elméletet felhasználtam egy meglévő műszaki probléma megoldására 
amikor a szallag rátekercselődik a dobra. Elemeztem milyen a hatás pld. ha a rotor tengelye 
rugalmas vagy ha merev. 
 
6. A hatodik témakörben levezettem a Lagrange egyenleteket a folyamatosan változó 
tehetetlenségi nyomaték és tömegű test mozgására. Az egyenleteket kibővitettem és a test 
tömegét valamint a geometriai változását is számitásba vettem. 
 
7. A hetedik témakörben az értekezés fő célkitűzései a következő területekre irányultak: 
- Egy szabadságfokú test rezgése 
- A rezgés differenciális egyenletének új megoldási módszere 
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- Van der Pol rezgés-keltő rendszer 
- Két szabadságfokú egy test rezgése (Rotorok rezgése) 
- Két szabadságfokú két test rezgése. 
 
II. Az elvégzett vizsgálatok rövid leírása és a feldolgozás módszerei 
 
Változó tömegű testnél kifejlesztettem egy új módszert a rezgés vizsgálatára. A 
nemlineáris erők is számitásba vannak véve. A rezgés matematikai modelje nemlineáris 
időben változó paraméteres masodrendü diferenciális egyenlet. A nemlineáris tag lehet egész, 
de nem egész fokú is. A módszer a konstans paraméterű rendszer pontos vagy approximatív 
megoldásán alapszik. A megoldás Ateb, trigonometrikus vagy Jakobi elliptikus függvény 
alakú. A megoldás a pontos rezgés periódust, legnagyobb rezgésamplitúdót és rezgés 
sebességét közelíti meg. Az eddigi tanulmányokban, a sebesség nem volt számitásba véve az 
approximatív megoldásnál és sokszor eltért a pontos nagyságtól. Az itt bemutatott megoldás 
egy perturbált változata az állandó változatlan paraméterű egyenlet megoldásának, ahol a 
rezgésamplitúdó, rezgésfrekvenció és a fázis időben változó függvények. A módszer 
külömböző tipusú rezgő test mozgásának meghatározására van felhasználva. Az analitikus 
módszerrel meghatározott eredmények a numerikaival vannak hasonlítva. A jól ismert Runge-
Kutta módszert használtam a numerikus eredmények meghatérozására. Az értekezésben 
kifejlesztett módszerrel meghatározott eredmények nem térnek el a numerikus módszerrel 
számittot adataktól. 
 
A diszkontinuálisan változó tömegű test mozgásának viszgálatára az általános 
klasszikus dinamikai törvényeket használtam. Annak alapján kiterjesztettem a merev test 
szétválasztásával vagy összevonásával keletkezett mozgás elemezésének módszerét.  
 
Alkalmazva az analitikus dinamikában szerepelő elveket, egy új analitikus 
eljárásmódot fejlesztettem ki, amelyel meghatároztam a maradványt vagyis az újonnan 
szerkesztett test sebességét és szögsebességét, amely a diszkontinuális test szétválasztásakor 
vagyis összeadásákor keletkezik. 
 




 Bevezető. Változó tömegű gépek és mechanizmusok 
 
Feldolgoztam a változó tömegü test mozgásának problematikáját: a múltban és most. 
Külön figyelmet fordítottam arra hogzan hat a tömeg változása a testek mozgására a 
celesztrális mehanikában. A rakéta dinamikájával az értekezésemben nem foglalkodtam, mert 
a mozgását nagzmértékben és leginkább a változó tömegű pont dinamikában elemezik Az 
első, bevezető részben rámutattam azokra a változó tömegű gépekre és mechanizmusokra, 
amelyek az iparban és a gyáriparban működnek. Magyarázatot adtam a működésükről és 
kihangsúlyoztam a tömeg és a tehetetlenségi nyomaték változásának előnyét és fontosságát. 
 
A tézishez szorosan kapcsolódnak a következő publikációk: [S1], [S3], [S4], [S8], [S10], [6], 
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 2. Tézis: 
 
Mozgásmennyiség és perdület a testek összevonásakor vagyis szétválasztásakor 
 
Meghatároztam a mozgásmennyiséget és a perületet a testek összevonásakor vagyis 
szétválasztásakor. A 1. ábrán az alap test, leválasztott vagyis hozáadott test és az újonan 
kelletkezet test látható. A tanulmányaimba a következőket feltételeztem: 1) a tömeg változása 
nagyon rövid ideig tart, 2) az alap test és a levált test, illetve az alap test és a hozáadott test, a 
változások elött és után egy rendszert képeznek. Az alap test és a levált test között, vagyis az 
alap és a hozáadott test között erő-impulzusok keletkeznek. Felhasználva a 2) feltételt, az 
impulzusok belső hatásuak, és nem jönnek számításba a rendszer mozgásának elemzésénél. 
 
1. ábra. a) Test szétválasztásának modelja, b) Testek összevonásának modelje. 
 




Diszkontinuálisan változó tömegű testek dinamikája. 
 
Az általános klasszikus dinamikai törvények alapján kifejlesztettem a merev test 
szétválasztásának vagyis összevonásának elméletét. Meghatároztam a test ugrás kinézetű 
sebességének és szögsebességének változását, amely a leválasztott vagyis hozzáadott test 
mozgásától keletkezett. Külön esetként megoldottam a szétválasztott testeknek síkbeli 
mozgását is. Az így kifejlesztett módszert alkalmazva, meghatároztam egy Jeffcott rotorról 
leválasztott tömeg dinamikai paramétereit is. 
 




Diszkontinuálisan változó tömegű testek analitikai dinamikája. 
 
Kifejlesztettem egy új analitikai módszert, amellyel a test sebesége és a szögsebesége, egy test 
leválása vagyis hozzáadása után, meghatározható. A módszer az ütközés analitikus elméletén 
alapszik. Meghatároztam az egész test, az elválasztott és maradvány test kinetikus energiáját, 
vagyis a hozzáadott és az újonnan keletkezett test kinetikus energiáját is. Bemutattam hogyan 
változik a kinetikus energia az elválasztott és maradvány testnél, ha a szétválasztás 
rugalmatlan. A tömeg szétválasztását egy ingánál mutattam be. 
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Folyamatosan változó tömegű testek dinamikája. 
 
Kidolgoztam a folytonos változó tömegű merev test szabad mozgásának differenciális 
egyenleteit. Bevezettem a reaktiv erő mellett a reaktiv nyomatékot is, amely a test 
szétválasztásánál vagy összevonásánál jelentkezik, ha a relatív sebesség és relatív 
szögsebesség nem nulla. Megoldottam egy valóságos műszaki problémát is amikor a szallag 
tekeredik a dobra (2. ábra).  
 
2. ábra. Változó tömegű Jeffcott rotor modelje. 
 
A tézishez kapcsolódnak a következő publikációk: [S1], [S18], [4]-[6], [18]-[21], [26], [14], 




 Lagrange differenciális egyenletek  
 
Új módon levezettem a Lagrange differenciális egyenleteket, amelyek meghatározzák a 
folytonosan változó tömegű test mozgását. Kiszámitottam a kinetikus energiát, potenciális 
energiát és a generalizált erőt, amely számitásba vette a reaktív erőt valamint a reaktív 
nyomatékot. 
 




Változó tömegü testek rezgése 
 
Az előbbi tézis alapján meghatároztam a változó tömegű test rezgését. Megfelelő matematikai 
egyenleteket állitottam fel. A nemlineáris időben változó paraméteres differenciális egyenlet 
megoldására új módszert dolgoztam ki (lásd a II. Fejezetet). Új eredményeket találtam az egy-
szabadságfokú rezgő testnél, ahol a reaktív erő befojásolja a rezgés amplitudót és a lengésidőt. 
Tanulmányoztam a Van der Pol rendszer rezgését az időben változó paraméter hatása alatt. 
Meghatároztam azt a határértéket, amely alatt zártkörű mozgás történik, és a rezgés 
változatlan, noha egy határértékü amplitudóval rezeg. Ha a tömeg változása átlépi a 
határértéket, a rezgés idővel megszűnik. Kutatást végeztem a rotor rezgéséről mivel a rezgés 
energia vesztést okoz a működő rotornál és ezt ki kellene küszübölni. A változó tömegű rotor 
két, vagy egy frekvencios rezgését tanulmányoztam. A tengely merevsége is kihatással van az 
ilyen rotor rezgésére. Végül, a 2két test rezgését elemeztem. A testek nemlineáris ruganyos 
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rugóval voltak összekötve. Mindkét testnek a tömege változó volt. Értekezésemben saját 
módszeremet használtam ennek a példának megoldására.  
 
3. ábra. Két test rezgése: analitikus megoldás A-t, és numerikus mogoldás xN-t, yN-t. 
 
Amint látható a 3. ábrán, nincs eltérés a numerikus és az analitikus megoldások között. 
 
 
A tézishez szorosan kapcsolódnak a következő publikációim: [S2], [S5]-[S7], [S9], [S11]-
[S14], [S16], [S21]-[S23]. 
Kapcsolódó publikációk: [1]-[3], [7], [11], [13], [15], [17], [19], [23], [25], [27]-[32], [36], 
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